














定義 1. V を有限集合とする。
(1) V × V − ∆/ ∼の部分集合を E とする。ここで ∆は V × V の対角線集合、二項関係 (a, b) ∼ (c, d)を
(c, d) = (a, b)または (b, a)で定義する。このとき組X = (V,E)を有限単純グラフといい（以下単にグラ
フと呼ぶ）、V の元を頂点、Eの元を辺という。
(2) グラフX の２つの頂点 aと bが隣接しているとは [(a, b)] ∈ E、つまり２つの頂点 aと bを結ぶ辺 [(a, b)]
が存在することとする。
(3) グラフXが２部グラフであるとは、V が共通部分のない２つの部分集合 V1と V2の和集合 V = V1 ⊔V2で
表され、Vi (i = 1, 2)の元どうしは隣接しないことと定義する。
(4) ２つの頂点 aと bを結ぶ道とは、頂点の列 v1, · · · , vmが存在して、aと v1、viと vi+1 (1 ≦ i ≦ m)、vmと
bが隣接することと定義する。特に a = bの場合の道を閉路という。
(5) グラフX が連結であるとは、任意の２つの頂点 aと bを結ぶ道が存在することとする。
グラフの頂点どうしの隣接関係は次の隣接行列で表される。
定義 2. (1) (vi, vj) ∈ V × V を添字集合とする行列A = (aij)がグラフX の隣接行列であるとは、頂点 viと
頂点 vj が隣接しているとき aij = 1とし、隣接していないとき aij = 0として定義された行列のことであ
る。定義からAは成分が 0または 1の対称行列となり、その固有値は実数である。
(2) 隣接行列Aの（重複度も込めた）固有値全体をグラフX のスペクトルという。
(3) ある k ∈ Nが存在して、任意の vj ∈ V に対し
∑
vj∈V aij = kとなるグラフを k-正則グラフという。つま
り各頂点において隣接する頂点数が一定値 kとなるグラフのことである。
命題 1. [2, 5] k-正則グラフX の固有値について以下が成り立つ。
(1) kは固有値である。
(2) X が連結であることと固有値 kの重複度が 1になることは同値である。
(3) 任意の固有値 λに対し |λ| ≦ kが成り立つ。
(4) X が２部グラフであることと−kが固有値であることは同値である。
よって |V | = nである連結な k-正則グラフX の固有値全体は λ0 = k > λ1 ≧ · · · ≧ λn−1 となる。|λ| < kを満
たす固有値を非自明な固有値といい、非自明な固有値の最大絶対値を λ(X)とする。特に λ(X) ≧ λ1である。ま
た k − λ1 > 0をグラフX のスペクトルギャップという。
V 上の複素数値関数全体を L2(X)とすると、L2(X)は |V |次元複素ベクトル空間になり、f, g ∈ L2(X)に対し











On Finite Upper Half Plane Graphs
Yohei KOMORI1), Takuro YASUI2)
????????????????????????????? 68??51? 65????2020? 3?

















定義 1. V を有限集合とする。
(1) V × V − ∆/ ∼の部分集合を E とする。ここで ∆は V × V の対角線集合、二項関係 (a, b) ∼ (c, d)を
(c, d) = (a, b)または (b, a)で定義する。このとき組X = (V,E)を有限単純グラフといい（以下単にグラ
フと呼ぶ）、V の元を頂点、Eの元を辺という。
(2) グラフX の２つの頂点 aと bが隣接しているとは [(a, b)] ∈ E、つまり２つの頂点 aと bを結ぶ辺 [(a, b)]
が存在することとする。
(3) グラフXが２部グラフであるとは、V が共通部分のない２つの部分集合 V1と V2の和集合 V = V1 ⊔V2で
表され、Vi (i = 1, 2)の元どうしは隣接しないことと定義する。
(4) ２つの頂点 aと bを結ぶ道とは、頂点の列 v1, · · · , vmが存在して、aと v1、viと vi+1 (1 ≦ i ≦ m)、vmと
bが隣接することと定義する。特に a = bの場合の道を閉路という。
(5) グラフX が連結であるとは、任意の２つの頂点 aと bを結ぶ道が存在することとする。
グラフの頂点どうしの隣接関係は次の隣接行列で表される。
定義 2. (1) (vi, vj) ∈ V × V を添字集合とする行列A = (aij)がグラフX の隣接行列であるとは、頂点 viと
頂点 vj が隣接しているとき aij = 1とし、隣接していないとき aij = 0として定義された行列のことであ
る。定義からAは成分が 0または 1の対称行列となり、その固有値は実数である。
(2) 隣接行列Aの（重複度も込めた）固有値全体をグラフX のスペクトルという。
(3) ある k ∈ Nが存在して、任意の vj ∈ V に対し
∑
vj∈V aij = kとなるグラフを k-正則グラフという。つま
り各頂点において隣接する頂点数が一定値 kとなるグラフのことである。
命題 1. [2, 5] k-正則グラフX の固有値について以下が成り立つ。
(1) kは固有値である。
(2) X が連結であることと固有値 kの重複度が 1になることは同値である。
(3) 任意の固有値 λに対し |λ| ≦ kが成り立つ。
(4) X が２部グラフであることと−kが固有値であることは同値である。
よって |V | = nである連結な k-正則グラフX の固有値全体は λ0 = k > λ1 ≧ · · · ≧ λn−1 となる。|λ| < kを満
たす固有値を非自明な固有値といい、非自明な固有値の最大絶対値を λ(X)とする。特に λ(X) ≧ λ1である。ま
た k − λ1 > 0をグラフX のスペクトルギャップという。
V 上の複素数値関数全体を L2(X)とすると、L2(X)は |V |次元複素ベクトル空間になり、f, g ∈ L2(X)に対し






2 小森 洋平・安井 拓朗
と定義すると、Aは L2(X)から L2(X)への線形変換で ⟨Af, g⟩ = ⟨f,Ag⟩を満たす。
3. 良いグラフとは、Ramanujanグラフ
以下、X は連結な k-正則グラフとする。V の部分集合 Y の元の個数を |Y |と記す。
定義 3. (1) グラフXの２つの頂点 aと bに対して、aと bを結ぶ道の長さの最小値を距離 d(a, b)という。(2) グ
ラフX の直径 diam(X)とは、X の２つの頂点 aと bの距離 d(a, b)の最大値、つまり最も離れている２頂点間
の距離とする。
次の結果からX の直径は λ(X)を用いて上から評価できる。
定理 1. （F.R.K. Chung [5, 定理 3.1]）X が２部グラフでないならば
diam(X) ≦ log(|V | − 1)
log k − log λ(X) + 1.
証明. L2(X)の２つの正規直交基底として、V の各頂点の特性関数からなる正規直交基底 {δv}と、Aの各固有




mδi(vj)は頂点 viから頂点 vj へ道の本数を表す。よって直径 d = diam(X) = d(va, vb)を実現する２つ








となる。よって φ0 = 1√|V | , λ0 = kに注意して



































|φj(va)|2 = 1− 1|V |
となるので
kd−1
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いグラフと思える。よって定理 1から λ(X)が小さいグラフは良いグラフと言えるだろう。有限上半平面グラフについて 3
定義 4. V の部分集合 Y に対し、Y の境界 ∂Y を
∂Y = {v ∈ V − Y | v は Y の元に隣接する }
と定義する。ある定数 cが存在して、1 ≦ |Y | ≦ |V |/2を満たす任意の Y ⊂ V に対し、|∂Y | ≧ c|Y |が成り立つと
きX を拡大グラフといい、cの最大値 h(X)をX の拡大定数という。
次の結果から h(X)は λ1を用いて下から評価できる。






















f(v)f(w) = Y 内の辺の数
≧ k|Y | − k|∂Y |




























= ⟨f, φ0⟩2k + λ1(|Y | − ⟨f, φ0⟩2) = |Y |
2
|V | (k − λ1) + λ1|Y |.
以上から
k|Y | − k|∂Y | ≦ |Y |
2
|V | (k − λ1) + λ1|Y |
となる。さらに |Y | ≦ |V |2 より
k − k |∂Y ||Y | ≦
1
2
(k − λ1) + λ1
となり、定理の不等式が示せた。 □
拡大定数 h(X)は V の部分集合からの情報の広がり具合を表す量と考えられるので、X を通信ネットワークと
考えると h(X)が大きいグラフが良いグラフと言えよう。よって直径同様、λ(X) ≥ λ1であるので、拡大定数に注
目しても λ(X)が小さいとき拡大定数が大きくなり良いグラフと考えられる。しかし次の定理から λ(X)はあまり
小さくなれないことが分かる。
定理 3. （Nilli [9, Theorem 12]）
diam(X) ≧ 2ℓ+ 2を満たす任意の自然数 ℓ ≧ 2に対し
λ(X) ≥ λ1 > 2
√
k − 1− 2
√
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証明. 以下 q = k − 1とする。
k − λ1 = min
f∈φ⊥0 −{0}
k⟨f, f⟩ − ⟨Af, f⟩
⟨f, f⟩ (2)
が成り立つ。diam(X) ≧ 2ℓ+ 2より、ある２つの頂点 u, v ∈ V が存在して d(u, v) ≧ 2ℓ+ 2を満たす。
Ui = {x ∈ V | d(x, u) = i}
Vi = {x ∈ V | d(x, v) = i}
とすると、U0, · · · , Uℓ, V0, · · · , Vℓは互いに交わらず、U = ∪ℓi=0Uiの元と V = ∪ℓi=0Viの元は隣接しない。そこで
φ⊥0 − {0}の元 f を次のように定義する。
f(x) =

a x ∈ U0 ∪ U1
aq−
i−1
2 x ∈ Ui (2 ≦ i ≦ ℓ)
−b x ∈ V0 ∪ V1
−bq− i−12 x ∈ Vi (2 ≦ i ≦ ℓ)
0 その他
ここで定数 a, bは f が固有関数 φ0 = 1√|V | に直交するように定める。







f(x)2 = A1 +B1





|Ui|q−(i−1)) ≧ a2(1 + ℓ |Uℓ|
qℓ−1
)
となる。同様にB1 ≧ b2(1 + ℓ |Vℓ|qℓ−1 )となる。
次に (2)式の分子を評価する。



















2 − q− i2 )2a2 + |Uℓ|qq−(ℓ−1)a2
= (
√
q − 1)2(|U1|+ |U2|q−1 + · · ·+ |Uℓ|q−(ℓ−1))a2 + a2(2√q − 1)|Uℓ|q−(ℓ−1)
≦ (√q − 1)2(A1 − a2) + (2√q − 1)A1 − a
2
ℓ





を満たす。同様にB2 < (1 + q− 2√q+ 2
√
q−1









系 1. （Alon-Boppana [5, 定理 3.3]）






証明. Xmは k-正則グラフより d = diam(Xm)とすると、
|Vm| ≦ 1 + k + k(k − 1) + · · ·+ k(k − 1)d−1 < 1 + k + k2 + · · ·+ kd = k
d+1 − 1
k − 1
となり d ≧ log |Vm|log k +O(1)を満たす。よって |Vm| → ∞ならば |diam(Xm)| → ∞となり、定理 3より主張の不等
式が成立する。 □
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したがって伝達効率の良い k-正則グラフとして次のように定義できる。





点数の増大度に対して次数の増大度が低い、あるいはより強い条件としてを次数 kを固定した |Vm| → ∞ (m→∞)
を満たす連結な k-正則グラフの族 {Xm}について考えたい。次の定義から、次数 kを固定した場合のグラフ族の
質の良さを考えることができる。
定義 6. 連結な k-正則グラフの族 {Xm}が |Vm| → ∞ (m→∞)を満たすとする。このとき {Xm}が 拡大グラフ







素数、rを自然数として q = prとする。
命題 2. [11]
(1) q個の元からなる有限体が同型を除いて一意的に存在する。これを Fq と記す。
(2) Fq はXq −X ∈ Fp[X]の分解体である。
(3) すべての x ∈ Fq に対して、px = 0が成り立つ。
(4) F×q = Fq − {0}は乗法に関して巡回群である。つまりすべての x ∈ Fq に対して、xq = xが成り立つ。
(5) すべての x, y ∈ Fq に対して、(x+ y)p = xp + ypが成り立つ。
定義 7. x ∈ F×q が平方元であるとは、v2 = xとなるような v ∈ Fq が存在することとする。平方元でない F×q の
元を非平方元という。
命題 3. (1) pが奇素数のとき、Fq に非平方元が存在する。
(2) p = 2のとき、Fq の元はすべて平方元である。
証明. (1) δ ∈ Fq を F×q の生成元とする。δが平方元と仮定すると γ2 = δとなる γ ∈ Fq が存在する。このと
き δ
q−1
2 = γq−1 = 1 となり、δが F×q の生成元であることに矛盾する。よって δは Fq の非平方元である。
(2) すべての x ∈ Fq に対して (x2r−1)2 = xを満たすので、xは平方元である。
□
次に標数 2の有限体係数の二次多項式の既約判定法を [10]に基づいて説明する。
定義 8. トレース写像 Tr : F2n → F2を Tr(x) = x+ x2 + x22 + x23 + · · ·+ x2n−1 として定める。
Tr は F2n の加法群に関する準同型写像である。また任意の x ∈ Fq に対し Tr(x) = Tr(x2)を満たす。特に
Tr(x+ x2) = x+ x2
n
= 0となる。
定理 4. [13, 命題 4.12.10] Tr : F2n → F2は全射である。
よって準同型定理より
系 2. |ker(Tr)| = 2n−1.
補題 1. g(T ) = T 2 + T + d ∈ F2n [T ]に対して次は同値である。
(1) g(T )は F2n に根を持つ。
(2) Tr(d) = 0.
証明. ((1) =⇒ (2)) g(T )の根を u ∈ F2n とすると、u2 + u+ d = 0を満たす。したがって
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定義 7. x ∈ F×q が平方元であるとは、v2 = xとなるような v ∈ Fq が存在することとする。平方元でない F×q の
元を非平方元という。
命題 3. (1) pが奇素数のとき、Fq に非平方元が存在する。
(2) p = 2のとき、Fq の元はすべて平方元である。
証明. (1) δ ∈ Fq を F×q の生成元とする。δが平方元と仮定すると γ2 = δとなる γ ∈ Fq が存在する。このと
き δ
q−1
2 = γq−1 = 1 となり、δが F×q の生成元であることに矛盾する。よって δは Fq の非平方元である。
(2) すべての x ∈ Fq に対して (x2r−1)2 = xを満たすので、xは平方元である。
□
次に標数 2の有限体係数の二次多項式の既約判定法を [10]に基づいて説明する。
定義 8. トレース写像 Tr : F2n → F2を Tr(x) = x+ x2 + x22 + x23 + · · ·+ x2n−1 として定める。
Tr は F2n の加法群に関する準同型写像である。また任意の x ∈ Fq に対し Tr(x) = Tr(x2)を満たす。特に
Tr(x+ x2) = x+ x2
n
= 0となる。
定理 4. [13, 命題 4.12.10] Tr : F2n → F2は全射である。
よって準同型定理より
系 2. |ker(Tr)| = 2n−1.
補題 1. g(T ) = T 2 + T + d ∈ F2n [T ]に対して次は同値である。
(1) g(T )は F2n に根を持つ。
(2) Tr(d) = 0.
証明. ((1) =⇒ (2)) g(T )の根を u ∈ F2n とすると、u2 + u+ d = 0を満たす。したがって
Tr(u2 + u+ d) = Tr(u2 + u) + Tr(d) = Tr(d) = 06 小森 洋平・安井 拓朗
となる。
((1) ⇐= (2)) u′を g(T )の根とする。つまり u′2 + u′ + d = 0を満たす。したがって仮定 TrF2n/F2(d) = 0より、
0 = Tr(d) = d+ d2 + · · ·+ d2n−1
= (u′2 + u′) + (u′4 + u′2) + · · ·+ (u′2n + u′2n−1)
= u′ + u′2
n
となり、式変形をすると u′2n = u′が成り立つ。ここで F2n はX2
n −X ∈ Z2[X]の分解体なので、u′ ∈ F2n であ
る。 □
この補題の対偶を取ることで、次の系を得る。
系 3. g(T ) = T 2 + T + d ∈ F2n [T ]は既約⇐⇒ Tr(d) = 1.
命題 4. [10, Proposition1]
f(T ) = aT 2 + bT + c ∈ F2n [T ](a ̸= 0)について
(1) f(T )は F2n 内に根を二つ持つ。⇐⇒ b ̸= 0かつ Tr(acb2 ) = 0
(2) f(T )は F2n 内に根を持たない。⇐⇒b ̸= 0かつ Tr(acb2 ) = 1
(3) f(T )は F2n 内に根を一つだけ持つ。⇐⇒ b = 0
証明. b = 0のとき、f(T ) = a(T 2 + ca)かつ F2n の任意の元は平方元より − ca = γ2となる元 γ が存在するので、
f(T )は F2n 内に根 γのみを持つ。逆に f(T )は F2n 内に根 γのみを持つとすると、f(T ) = a(T − γ)2より b = 0












bT ) となる。ここで h(T ) = T





) = 1 ⇐⇒h(T )が既約⇐⇒f(T )が既約である。 □
5. 有限上半平面グラフ
Fqを元の個数が q = prの有限体とし、θは既約多項式X2−TX+N ∈ Fq[X]の根とする。θqもX2−TX+N = 0
の根であるので、二次方程式の解と係数の関係より T = θ + θq ∈ FqかつN = θq+1 ∈ Fqである。ここで Fqの二
次拡大 Fq(θ)の部分集合
Hq = {x+ yθ ∈ Fq(θ)|x, y ∈ Fqかつ y ̸= 0}
を有限上半平面と定義する。これはC−R = H+⊔H−の類似である。また |Hq| = q(q−1)である。z = x+yθ ∈ Hq
に対し
z = zq = x+ yθq, Im z = y, N(z) = zz = zq+1









とすると g(z) ∈ Hq で、この作用は推移的である。Gの θ ∈ Hq での固定部分群をK = Stab(θ)とすると





∈ G | (a, b) ̸= (0, 0)}





∈ K に対応させる写像は同型写像になることから、Kは位数 q2− 1
の巡回群でHq = G/K である。これはH+ ⊔H− = GL(2,R)/SO(2)の類似である。




とすると、dはG不変である。つまり g ∈ Gに対し d(g(z), g(w)) = d(z, w)を満たす。この dをHqの「距離」と
思う。これはH+ ⊔H−における双曲距離 dz|Im z| の類似である。
定義 9. a ̸= 0, T 2 − 4N なる a ∈ Fqに対し、有限上半平面グラフX(θ, a)を次のように定義する。頂点全体はHq
で、２つの頂点 z, w ∈ Hq が隣接しているとは、d(z, w) = aを満たすこととする。
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となる。
((1) ⇐= (2)) u′を g(T )の根とする。つまり u′2 + u′ + d = 0を満たす。したがって仮定 TrF2n/F2(d) = 0より、
0 = Tr(d) = d+ d2 + · · ·+ d2n−1
= (u′2 + u′) + (u′4 + u′2) + · · ·+ (u′2n + u′2n−1)
= u′ + u′2
n
となり、式変形をすると u′2n = u′が成り立つ。ここで F2n はX2
n −X ∈ Z2[X]の分解体なので、u′ ∈ F2n であ
る。 □
この補題の対偶を取ることで、次の系を得る。
系 3. g(T ) = T 2 + T + d ∈ F2n [T ]は既約⇐⇒ Tr(d) = 1.
命題 4. [10, Proposition1]
f(T ) = aT 2 + bT + c ∈ F2n [T ](a ̸= 0)について
(1) f(T )は F2n 内に根を二つ持つ。⇐⇒ b ̸= 0かつ Tr(acb2 ) = 0
(2) f(T )は F2n 内に根を持たない。⇐⇒b ̸= 0かつ Tr(acb2 ) = 1
(3) f(T )は F2n 内に根を一つだけ持つ。⇐⇒ b = 0
証明. b = 0のとき、f(T ) = a(T 2 + ca)かつ F2n の任意の元は平方元より − ca = γ2となる元 γ が存在するので、
f(T )は F2n 内に根 γのみを持つ。逆に f(T )は F2n 内に根 γのみを持つとすると、f(T ) = a(T − γ)2より b = 0












bT ) となる。ここで h(T ) = T





) = 1 ⇐⇒h(T )が既約⇐⇒f(T )が既約である。 □
5. 有限上半平面グラフ
Fqを元の個数が q = prの有限体とし、θは既約多項式X2−TX+N ∈ Fq[X]の根とする。θqもX2−TX+N = 0
の根であるので、二次方程式の解と係数の関係より T = θ + θq ∈ FqかつN = θq+1 ∈ Fqである。ここで Fqの二
次拡大 Fq(θ)の部分集合
Hq = {x+ yθ ∈ Fq(θ)|x, y ∈ Fqかつ y ̸= 0}
を有限上半平面と定義する。これはC−R = H+⊔H−の類似である。また |Hq| = q(q−1)である。z = x+yθ ∈ Hq
に対し
z = zq = x+ yθq, Im z = y, N(z) = zz = zq+1









とすると g(z) ∈ Hq で、この作用は推移的である。Gの θ ∈ Hq での固定部分群をK = Stab(θ)とすると





∈ G | (a, b) ̸= (0, 0)}





∈ K に対応させる写像は同型写像になることから、Kは位数 q2− 1
の巡回群でHq = G/K である。これはH+ ⊔H− = GL(2,R)/SO(2)の類似である。




とすると、dはG不変である。つまり g ∈ Gに対し d(g(z), g(w)) = d(z, w)を満たす。この dをHqの「距離」と
思う。これはH+ ⊔H−における双曲距離 dz|Im z| の類似である。
定義 9. a ̸= 0, T 2 − 4N なる a ∈ Fqに対し、有限上半平面グラフX(θ, a)を次のように定義する。頂点全体はHq











∈ Aff(q)を x+ yθ ∈ Hq に対応させることで
Hq と同一視できる。





∈ Aff(q) | d(θ, x+ yθ) = a} にKが作用して |S(q)| = q+1である。S(q)はAff(q)の
対称生成系になる。よって有限上半平面グラフX(θ, a)はアフィン群Aff(q)の対称生成系 S(q)に関するCayley
グラフと同一視できるので、X(θ, a)は連結な q + 1-正則グラフである [1, Proposition3,1]。
注意 1. a = 0, T 2 − 4N のときX(θ, a)は連結ではない。
命題 5. c, d ∈ Fq に対して、θ1 = c+ dθ2 ∈ Fq(θ)とする。このとき





証明. z1 = x1 + y1θ1 , z2 = x2 + y2θ1とする。このとき θ1に関する距離 dθ1 と θ2に関する距離 dθ2 とすると、






となる。したがって、X(θ1, a) = X(θ2, ad2 )である。 □
命題 6. [1, Proposition2.7] Fq(θ)上の共役をとる写像
z �→ z
は隣接関係を保つ。
証明. z1 = x1 + y1θと z2 = x2 + y2θが隣接するとき
d(z1, z2) =
(zq1 − zq2)(z1 − z2)
y1y2
= a
となる。このとき T = θ + θq ∈ Fq より
zi = z
q
i = xi + yiθ
q = xi + yi(T − θ) = (xi + yiT )− yiθ (i = 1, 2)
の距離は
d(z1, z2) =















定義 10. ai ∈ Fq に対して有限上半平面Hq の部分集合 S(θ, ai)を
S(θ, ai) = {v ∈ Hq |d(θ, v) = ai}
と定義する。このときHq の頂点集合は、S(θ, 0) , S(θ, a1) , · · · , S(θ, aq−1)に分割される。
X(θ, a)が a ̸= 0, T 2 − 4N で q + 1-正則であることより、ai ̸= 0, T 2 − 4N で |S(θ, ai)| = q + 1である。また次
の命題より |S(θ, T 2 − 4N)| = |S(θ, 0)| = 1であることが分かる。
命題 7. [1, Proposition2.7] ai ∈ Fq に対して
z ∈ S(θ, ai)⇐⇒ z ∈ S(θ, T 2 − 4N − ai)
となる。
証明. (=⇒) z = x+ yθ ∈ S(θ, ai)のとき d(θ, x+ yθ) = aiなので
N(x+ (y − 1)θ) = x2 + x(y − 1)T + (y − 1)2N = yai
となる。両辺に (4N − T 2)yを加えて整理すると　













∈ Aff(q)を x+ yθ ∈ Hq に対応させることで
Hq と同一視できる。





∈ Aff(q) | d(θ, x+ yθ) = a} にKが作用して |S(q)| = q+1である。S(q)はAff(q)の
対称生成系になる。よって有限上半平面グラフX(θ, a)はアフィン群Aff(q)の対称生成系 S(q)に関するCayley
グラフと同一視できるので、X(θ, a)は連結な q + 1-正則グラフである [1, Proposition3,1]。
注意 1. a = 0, T 2 − 4N のときX(θ, a)は連結ではない。
命題 5. c, d ∈ Fq に対して、θ1 = c+ dθ2 ∈ Fq(θ)とする。このとき





証明. z1 = x1 + y1θ1 , z2 = x2 + y2θ1とする。このとき θ1に関する距離 dθ1 と θ2に関する距離 dθ2 とすると、






となる。したがって、X(θ1, a) = X(θ2, ad2 )である。 □
命題 6. [1, Proposition2.7] Fq(θ)上の共役をとる写像
z �→ z
は隣接関係を保つ。
証明. z1 = x1 + y1θと z2 = x2 + y2θが隣接するとき
d(z1, z2) =
(zq1 − zq2)(z1 − z2)
y1y2
= a
となる。このとき T = θ + θq ∈ Fq より
zi = z
q
i = xi + yiθ
q = xi + yi(T − θ) = (xi + yiT )− yiθ (i = 1, 2)
の距離は
d(z1, z2) =















定義 10. ai ∈ Fq に対して有限上半平面Hq の部分集合 S(θ, ai)を
S(θ, ai) = {v ∈ Hq |d(θ, v) = ai}
と定義する。このときHq の頂点集合は、S(θ, 0) , S(θ, a1) , · · · , S(θ, aq−1)に分割される。
X(θ, a)が a ̸= 0, T 2 − 4N で q + 1-正則であることより、ai ̸= 0, T 2 − 4N で |S(θ, ai)| = q + 1である。また次
の命題より |S(θ, T 2 − 4N)| = |S(θ, 0)| = 1であることが分かる。
命題 7. [1, Proposition2.7] ai ∈ Fq に対して
z ∈ S(θ, ai)⇐⇒ z ∈ S(θ, T 2 − 4N − ai)
となる。
証明. (=⇒) z = x+ yθ ∈ S(θ, ai)のとき d(θ, x+ yθ) = aiなので
N(x+ (y − 1)θ) = x2 + x(y − 1)T + (y − 1)2N = yai
となる。両辺に (4N − T 2)yを加えて整理すると　
(x+ yT )2 − (x+ yT )(y + 1)T + (y + 1)2N = (ai + 4N − T 2)y.8 小森 洋平・安井 拓朗
つまり
d(x+ yT − yθ, θ) = (x+ yT )
2 − (x+ yT )(y + 1)T + (y + 1)2N
−y = T
2 − 4N − ai
となり、z ∈ S(θ, T 2 − 4N − ai)を得る。
(⇐=)
z ∈ S(θ, T 2 − 4N − ai) =⇒ z ∈ S(θ, T 2 − 4N − (T 2 − 4N − ai))




連結な k-正則グラフXをRamanujanグラフとし、q = k− 1とする。このときXの非自明な固有値 λに対し、
λ/
√




qは [−2, 2]に台を持つ測度になる。ここで δλ/√qは１点 λ/√qのみに台
















(Nℓ − kℓ) (X が２部グラフではないとき)
1
|V |q ℓ2















ℓ + · · ·+ (λn−1√q )ℓ − ( k√q )ℓ − (−k√q )ℓ) (X が２部グラフのとき)
となる。ここで λℓ0 + · · ·+ λℓn−1は隣接行列Aの ℓ乗Aℓのトレース aℓ00 + · · ·+ aℓn−1n−1に一致する。aℓij は viと
vj を結ぶ道の本数だったことから、Aℓのトレースは長さ ℓの閉路の数Nℓとなる。 □
X が有限上半平面グラフの場合、Terrasは q →∞とすると µX が ρ = 1π
√
1− x24 dxで定義される [−2, 2]に台
を持つ確率測度に弱収束すると予想した [12]。この ρは有限 Sato-Tate測度と呼ばれる。Terrasの予想が正しけれ
ば、q →∞で µX の ℓ次のモーメント µX(xℓ)は ρの ℓ次のモーメント ρ(xℓ)に収束しなければならない。有限上






q(q − 1)q ℓ2















= 0, 1, 0, 2, 0, 5, 0, 14, 0, 42, 0, 132, · · · (ℓ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, · · · )




定義 11. グラフXは縮約 (collapsed)隣接行列C = (cij)を持つ高次 (highly)正則グラフであるとは、Xの任意
の頂点vに対し、ある自然数nとXの頂点全体V の分割V0 = {v}, V1, · · · , Vn−1が存在して、任意の0 ≦ i, j ≦ n−1
と任意の y ∈ Viについて、|{z ∈ Vj | ayz = 1}| = cij となることである。
特にグラフ X に隣接関係を保つ推移的な群の作用があるとき、X のある頂点 y に関して上記の条件 |{z ∈
Vj | ayz = 1}| = cij を満たせば、X は高次正則グラフである。
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つまり
d(x+ yT − yθ, θ) = (x+ yT )
2 − (x+ yT )(y + 1)T + (y + 1)2N
−y = T
2 − 4N − ai
となり、z ∈ S(θ, T 2 − 4N − ai)を得る。
(⇐=)
z ∈ S(θ, T 2 − 4N − ai) =⇒ z ∈ S(θ, T 2 − 4N − (T 2 − 4N − ai))




連結な k-正則グラフXをRamanujanグラフとし、q = k− 1とする。このときXの非自明な固有値 λに対し、
λ/
√




qは [−2, 2]に台を持つ測度になる。ここで δλ/√qは１点 λ/√qのみに台
















(Nℓ − kℓ) (X が２部グラフではないとき)
1
|V |q ℓ2















ℓ + · · ·+ (λn−1√q )ℓ − ( k√q )ℓ − (−k√q )ℓ) (X が２部グラフのとき)
となる。ここで λℓ0 + · · ·+ λℓn−1は隣接行列Aの ℓ乗Aℓのトレース aℓ00 + · · ·+ aℓn−1n−1に一致する。aℓij は viと
vj を結ぶ道の本数だったことから、Aℓのトレースは長さ ℓの閉路の数Nℓとなる。 □
X が有限上半平面グラフの場合、Terrasは q →∞とすると µX が ρ = 1π
√
1− x24 dxで定義される [−2, 2]に台
を持つ確率測度に弱収束すると予想した [12]。この ρは有限 Sato-Tate測度と呼ばれる。Terrasの予想が正しけれ
ば、q →∞で µX の ℓ次のモーメント µX(xℓ)は ρの ℓ次のモーメント ρ(xℓ)に収束しなければならない。有限上






q(q − 1)q ℓ2















= 0, 1, 0, 2, 0, 5, 0, 14, 0, 42, 0, 132, · · · (ℓ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, · · · )




定義 11. グラフXは縮約 (collapsed)隣接行列C = (cij)を持つ高次 (highly)正則グラフであるとは、Xの任意
の頂点vに対し、ある自然数nとXの頂点全体V の分割V0 = {v}, V1, · · · , Vn−1が存在して、任意の0 ≦ i, j ≦ n−1
と任意の y ∈ Viについて、|{z ∈ Vj | ayz = 1}| = cij となることである。
特にグラフ X に隣接関係を保つ推移的な群の作用があるとき、X のある頂点 y に関して上記の条件 |{z ∈
Vj | ayz = 1}| = cij を満たせば、X は高次正則グラフである。有限上半平面グラフについて 9
7.2. 標数が奇素数の場合の有限上半平面グラフの閉路の数え上げ. 片本 [6]は標数が奇素数の時に有限上半平面グ
ラフが高次正則グラフであることを示し、その縮約隣接行列を求めた。以下ではその証明を紹介する。標数が奇素




命題 9. [6, Proposition3.4] 有限上半平面グラフX(θ, a)は高次正則グラフである。具体的には以下のような頂点
集合の分割を持つ。




q + 1 (ai, aj) = (0, a), (4δ, 4δ − a)
2 ∆ijは平方元
1 ∆ij = 0
0 ∆ijは平方元ではない
で定義される。ここで∆ij = δ(ai − aj)2 + δ(a− 2ai − 2aj) + aaiaj とする。
証明. X(θ, a)は q + 1-正則なので、命題 6、命題 7より、(ai, aj) = (0, a), (4δ, 4δ − a)のとき cij = q + 1となる。
以下 ai ̸= 0, 4δとする。このとき |S(θ, ai)| = q+1より、x ̸= 0となる z = x+ yθ ∈ S(θ, ai)を選ぶことができる。
z1 = x1 + y1θ ∈ S(θ, aj)が zと隣接するならば
(x− x1)2 − δ(y − y1)2 = ayy1 (3)
となる。また z ∈ S(θ, ai)、z1 ∈ S(θ, aj)より
x2 − δ(y − 1)2 = yai (4)
x21 − δ(y1 − 1)2 = y1ai (5)
を満たす。ここで (3)-(4)-(5)より
(ai − 2δ)y + δ + (aj − 2δ)y1 + 2δ − 2xx1 + 2δyy1 = ayy1
となり、式変形をすると
{(2δ − a)y + (aj − 2δ)}y1 + (ai − 2δ)y + 2δ = 2xx1.
ここで x ̸= 0より
A =
(aj − 2δ) + (2δ − a)y
2x
B =
(ai − 2δ)y + 2δ
2x
とおくと
x1 = Ay1 +B (6)
と表せる。これを (5)に代入すると
(A2 − δ)y21 + (2AB + 2δ − aj)y +B2 − δ = 0 (7)
という y1の二次式が得られ、その判別式Dは







{δ(ai − aj)2 + aδ(a− 2ai − 2aj) + aaiaj}
となる。∆ij = δ(ai − aj)2 + aδ(a− 2ai − 2aj) + aaiaj とおくと、∆ij が 0または平方元であるとき、(7)の根を
Fq に持つ。また (6)より y1 ∈ Fq ならば x1 ∈ Fq であることに注意すると縮約隣接行列 (cij)は
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7.2. 標数が奇素数の場合の有限上半平面グラフの閉路の数え上げ. 片本 [6]は標数が奇素数の時に有限上半平面グ
ラフが高次正則グラフであることを示し、その縮約隣接行列を求めた。以下ではその証明を紹介する。標数が奇素
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N2 = q(q − 1)(q + 1)
証明. X(θ, a)はループを持たないのでN1 = 0となる。またX(θ, a)は q + 1-正則なので θから始まる長さ 2の閉
路の総数は q+1となる。X(θ, a)は隣接関係を保つ推移的な群の作用を持つのでN2 = q(q−1)(q+1)である。 □
命題 11. [6, Proposition4.1]
N3 =

2q(q − 1)(q + 1) a− 3δは平方元
q(q − 1)q + 1 a− 3δ = 0
0 a− 3δは平方元ではない
証明. {θ, z1, z2, θ}が θを始点と終点に持つ長さ 3の閉路であるとき z1, z2 ∈ S(θ, a)である。閉路を考えるうえで
z1の取り方は q + 1通りであり、z2の選び方は ca,a通りである。つまり、
N3 = q(q − 1)(q + 1)× ca,a
となる。ここで











2q(q − 1)(q + 1) a− 3δは平方元
q(q − 1)q + 1 a− 3δ = 0
0 a− 3δは平方元ではない
となる。 □
命題 12. [6, Proposition4.3]
A := {n ∈ F×q |∆n,aが平方元 }
とすると
|A| = q − 1
2
かつ 4δ /∈ A
となる。
注意 2. 片本の論文 [6]では |A|の個数が間違っている。
命題 13. [6, Proposition4.4]
N4 =
{
4q2(q − 1)(q + 1) a = 2δ
3q2(q − 1)(q + 1) a ̸= 2δ
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証明. {θ, z1, z2, z3, θ}が θを始点と終点に持つ長さ 4の閉路であるとき z1, z3 ∈ S(θ, a)である。
(I) z2 ∈ S(θ, s)が s ∈ Aのとき
命題 9より z2と隣接する S(θ, a)の元 w,w′が存在するので、長さ 4の閉路 4本
{θ, w, z2, w′, θ}, {θ, w′, z2, w, θ}, {θ, w, z2, w, θ}, {θ, w′, z2, w′, θ}
を得る。また 0, 4δ /∈ Aであるので |S(θ, s)| = q + 1である。したがって (I)の場合の θを始点と終点に持つ長さ 4
の閉路の総数は
|A| × 4× (q + 1) = 2(q − 1)(q + 1)
となる。
(II) z2 ∈ S(θ, s)が∆a,s = 0のとき
∆a,s = 0を解くと s = 0または
a(4δ−a)
δ となる。
(i) a = 2δのとき
ca,4δ = 1となる。ここで S(θ, 4δ) = {−θ}なので、z2 = −θとなる。c4δ,a = q+1より、(i)のときの θを始点と終
点に持つ長さ 4の閉路の総数は (q + 1)2である。
(ii) a ̸= 2δのとき
a(4δ−a)
δ ̸= 4δなので、∆a,s = 0となる sに対して |S(θ, s)| = q + 1である。したがって (ii)の場合の θを始点と終
点に持つ長さ 4の閉路の総数は (q + 1)である。
(III) z2 = θのとき
このとき θを始点と終点に持つ長さ 4の閉路の総数は (q + 1)2である。
以上をまとめると
N4 = q(q − 1)×
{
4q(q + 1) a = 2δ
3q(q + 1) a ̸= 2δ
となる。 □











q3(q − 1)(4q(q − 1)q(q + 1)− (q + 1)
4)
= 3
となる。一方 ρ(x4) = 2 より、この結果は Terrasの予想の反例になっている。
7.3. 標数が 2の場合の有限上半平面グラフの閉路の数え上げ. まず標数が 2のときの縮約隣接行列を計算する。θ
は既約多項式X2 − TX +N ∈ Fq[X]の根とする。
命題 14. 有限上半平面グラフX(θ, a)は高次正則グラフである。具体的には以下のような頂点集合の分割を持つ。




q + 1 (ai, aj) = (0, a)または (T 2, T 2 − a)
1 (ai, aj)が上記以外かつ a+ ai + aj = 0を満たす
2 a+ ai + aj ̸= 0かつ Tr(△ij) = 1
0 a+ ai + aj ̸= 0かつ Tr(△ij) = 0
となる。ここで
△ij = (ai +
√
aiT )(a+ aj +
√
aiT )aj
(a+ ai + aj)2T 2
である。
証明. x+yθ ∈ S(θ, ai)が S(θ, aj)の元といくつ隣接しているのかを考察していく。ここで、x+yθ ∈ S(θ, ai)より
d(x+ yθ, θ) =
N(x+ (y − 1)θ)
y · 1 = ai
を満たす。またこのとき Fq の標数が 2であることより
√
ai ∈ Fq であり、
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ai + θ ∈ S(θ, ai)
である。
√
ai + θが S(θ, aj)の何個の元と隣接するかを調べる。x1 + y1θ ∈ S(θ, aj)が√ai + θと隣接するならば
x21 + x1(y1 − 1)T + (y1 − 1)2N = y1aj (8)




ai(y1 − 1)T = y1aj + y1a
を得る。つまり
ai −√aiT = y1(a− aj +√aiT ) (10)
となる。
(A)　 a+ ai + aj = 0のとき
ai +
√













ai(T − √ai) = 0となり、(ai, aj) = (0, a)または (T 2, T 2 − a)である。このとき [1, Proposition2.6]より
Cij = q + 1となる。




となる。実際、a + aj +
√
aiT = 0と仮定する。y1 ̸= 0であることに注意すると、(10)より ai − √aiT = 0で









































aiT )(a+ aj +
√
aiT )






aiT )(a+ aj +
√
aiT )
(a+ ai + aj)2T 2
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+ 1




△ij = (ai +
√
aiT )(a+ aj +
√
aiT )aj
(a+ ai + aj)2T 2
とすると命題 4より {
cij = 2 Tr(△ij) = 1のとき
cij = 0 Tr(△ij) = 0のとき
??????68? 63????????????? 
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証明. {θ, z1, z2, θ}が θを始点と終点に持つ長さ 3の閉路であるとき z1, z2 ∈ S(θ, a)である。閉路を考える上で z1
の取り方は q + 1通りであり、z2の選び方は ca,a通りである。つまり、
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となる。 □
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証明. {θ, z1, z2, θ}が θを始点と終点に持つ長さ 3の閉路であるとき z1, z2 ∈ S(θ, a)である。閉路を考える上で z1
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となる。 □



















































sT ) · √sT · a
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となる。したがって、Tr(△sa +△as) = 0なので、Tr(△sa) = Tr(△as)である。 □




証明. 補題 2よりB = {s ∈ F×q | Tr(△as)}である。s ∈ F×q に対して、補題 2の証明中の式 (11)より
Tr(△as) = Tr
(




a ̸= T 2 − 4N であるが、特に標数が 2のとき a ̸= T 2であることに注意すると、以下の写像
F×q −→ F×q
∈ ∈
s �−→ a(a+T 2)
sT 2
は全単射である。0 ∈ ker(Tr)であることに注意すると、
| ker(Tr)c| = |{x ∈ F×q | Tr(x) = 1}| = |{s ∈ F×q | Tr(
a2 + T 2a
sT 2
) = 1}| = |B|







2 − 1)(3q + 1)
証明. {θ, z1, z2, z3, θ}が θを始点と終点に持つ長さ 4の閉路であるとき z1, z3 ∈ S(θ, a)である。
(i)z2 = θのとき
z1, z3の選び方は各々(q + 1)通りあるので、θを始点と終点に持つ長さ 4の閉路の総数は (q + 1)2本である。
(ii)z2 ̸= θのとき
z2 ∈ S(θ, s) (s ̸= 0)である。z2は S(θ, a)の元と隣接するので、cas ̸= 0となる。しかし、a + a + s ̸= 0なので
cas = 1ではない。また a ̸= T 2より、cas ̸= q + 1である。したがって、z2 ̸= θならば cas = 2となる。つまり、
s ∈ Bである。z2 ∈ S(θ, s) (s ∈ B)に隣接する二つの元をw,w′ ∈ S(θ, a)とする。このとき z2を通る θから始ま
る長さが 4である 4本の閉路
{θ, w, z2, w′, θ}, {θ, w′, z2, w, θ}, {θ, w, z2, w, θ}, {θ, w′, z2, w′, θ}
を得る。また s ̸= 0, T 2において |S(θ, s)| = q + 1であり、次の式から T 2 /∈ Bである。



















ここで 3つ目と 4つ目の等式では Tr(x2) = Tr(x)であることを使った。このことから |S(θ, s)| = q + 1 (s ∈ B)
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s ∈ Bである。z2 ∈ S(θ, s) (s ∈ B)に隣接する二つの元をw,w′ ∈ S(θ, a)とする。このとき z2を通る θから始ま
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ここで 3つ目と 4つ目の等式では Tr(x2) = Tr(x)であることを使った。このことから |S(θ, s)| = q + 1 (s ∈ B)
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である。
以上をまとめると
N4 = q(q − 1){2q(q + 1) + (q + 1)2} = q(q2 − 1)(3q + 1)
となる。 □






qm(q − 1){Nm − (q + 1)
m} = 0, 1, 0, 2 (m = 1, 2, 3, 4)
となり、標数が 2の場合は、標数が奇素数の場合 [6]のように Terrasの予想の反例とはなっていない。
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